
 الثالثةالمحاضرة 

، إذا واْ فعاء اٌغاٌت ِٕفصً ٚ فعاء اٌّعٍّت ِٕفصً سٕىخب  TnX n :  بدلا

ِننٓ TttX :)( ِننٓ ا٢ْ فصنناسدا سنن١خُ اٌخعاِننً فننٟ بم١ننت ٘ننرا اٌىخننا  ِنن  اٌع١ٍّنناث .

ئٟ ، وّنا ت فعناء رٕنإِفصً. ٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ فعاء اٌغاٌ اٌعشٛائ١ت اٌخٟ ٌٙا فعاء عاٌت

 فٟ اٌّزاي اٌخاٌٟ.

 (:5, 1مثـال )

أوخنننب فعننناء اٌغاٌنننت ٚفعننناء اٌّعٍّنننت ٌٍع١ٍّنننت اٌعشنننٛائ١ت اٌخنننٟ حّزنننً ا ٘ننندا   

 اٌّسضٍت أرٕاء ٌعب ِبازاة وسة لدَ.

 الحــل:

٘ندا  سبازة سٓ ِخغ١س٠ٓ سشٛائ١١ٓ ٠ّزلاْ سٍٝ اٌخسح١نب ا  tX  ،tYبفسض أْ 

، ِٚنٓ رنُ فناْ اٌنصٚس tاٌخٟ سضٍٙا اٌفس٠ك ا ٚي ٚاٌفس٠ك اٌزأٟ عخٝ اٌٍغظنت  tt YX , 

٠t  ،900ّزً ا ٘دا  اٌّسضٍت فٟ اٌّبازاة عخٝ اٌٍغظت   t  إذْ اٌع١ٍّت اٌعشنٛائ١ت .

ظنننا٘سة ٘نننٟ اٌخنننٟ حّزنننً ٘نننرٖ اٌ  900:,  tYX tt  ٚاٌخنننٟ ٠ىنننْٛ ف١ٙنننا فعننناء اٌغاٌنننت

  ...,2,1,0,:,  yxyxS  ٚفعنناء اٌّعٍّننت 900:  ttT  ٓحبنندأ ٘ننرٖ اٌع١ٍّننت ِنن .

اٌغاٌننت  0,0  رننُ سٕنندِا ٠ سننضً ٘نند  حٕخمننً إٌننٝ اٌغاٌننت 0,1 ٘ننٛ  إذا ونناْ اٌفس٠ننك ا ٚي

اٌرٞ بدأ باٌخسض١ً ، أٚ إٌٝ اٌغاٌنت  1,0 ٌزنأٟ ٘نٛ اٌنرٞ بندأ باٌخسنض١ً إذا وناْ اٌفس٠نك ا

، ٚبشىً ساَ فاْ ٘رٖ اٌع١ٍّت سنخٕخمً ِنٓ اٌغاٌنت ٚ٘ىرا  Syx ,   ٓإٌنٝ أٞ ِنٓ اٌغناٌخ١

  Syx  تإٌٝ اٌغاٌ إذا سضً اٌفس٠ك ا ٚي أٚ 1,  Syx 1,.ٟٔإذا سضً اٌفس٠ك اٌزا 

ِنٓ اٌى١ّناث دسدة٠نت  أٞ ٔنٛ   …، ٠1X،2Xّىٓ أْ حأخر اٌّخغ١نساث اٌعشنٛائ١ت 

وّا ٠ّىٓ أْ حىنْٛ ِعخّندة سٍنٝ بععنٙا اٌنبعط أٚ حىنْٛ ِسنخمٍت  نسغ١ا. أٚ ٚصف١ت( 

ِسنخمٍت ب١ّٕنا حىنْٛ اٌّخغ١نساث  …،١1Y،2Yنساث اٌعشنٛائ١ت فٟ اٌّزاي اٌخاٌٟ حىْٛ اٌّخغ

 .ٚص١ّعٙا حأخر و١ّاث سدة٠ت غ١س ِسخمٍت  …،1X،2Xاٌعشٛائ١ت

 (:6, 1مثـال )

ٚأٔٗ فنٟ ونً ، ٌسعٛة٠تأعد ا سُٙ اٌخضاز٠ت ٌٍّعازبت فٟ اٌبٛزصت اسٍٟ خاز خا 

. بفنننسض أْ 1/2أٚ ٠خسنننس ز٠نننالا باعخّننناي  ٠1/2نننَٛ س١ىسنننب ز٠نننالا ٚاعننندا باعخّننناي 

 :ِٓ ا ٠اَ n سدة٘ٛ ِىسب سٍٟ بعد  nXاٌّخغ١س 

أٚصد فعاء اٌغاٌت ٚ فعاء اٌّعٍّت ٌٍع١ٍّت اٌعشٛائ١ت   .1 TnX n :. 

ج أْ : أرب  .2  0nXE  ،  nXVar n . 

   الحــل:
إذْ فعنناء اٌّعٍّننت ٠ىننْٛ  …،3، 2، 1حىننْٛ  n. ع١ننذ أْ اٌمنن١ُ اٌّّىٕننت ٌٍّخغ١ننس 1

 ...,3,2,1T  ،ٚ ٟع١ننذ أْ اٌمنن١ُ اٌّّىٕننت ٌٍّخغ١ننس اٌعشننٛائnX  ٟ0,1,2٘نن...,  ،
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إذْ فعاء اٌغاٌنت ٌٍع١ٍّنت اٌعشنٛائ١ت ٠ىنْٛ ...,2,1,0 S باٌخناٌٟ فناْ اٌع١ٍّنت ،

اٌعشنننٛائ١ت  TnX n :  حىنننْٛ س١ٍّنننت سشنننٛائ١ت ِٕفصنننٍت اٌنننصِٓ ِٕفصنننٍت اٌغاٌنننت

 دسٍسٍت ِٕفصٍت اٌصِٓ(.

 إذْ :   ،iزلُ  َٛزً ِىسب سٍٟ فٟ ا١ٌِخغ١س سشٛائٟ ٠ّ iY. بفسض أْ 2
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1. 

ٔمدَ ا ِزٍت اٌزلاد اٌخا١ٌت عخٝ ٠خّىٓ اٌمازئ ِٓ فٙنُ حصنٛز اٌع١ٍّناث اٌعشنٛائ١ت 

 ء اٌّعٍّت فّٙا ص١دا.ٚفعاء اٌغاٌت ٚفعا

 (:7, 1مثـال )

، ٚٔفخنسض إٔٔنا سنٕٕضظ إذا  ٙنس أٌم١ٕا لطعخٟ سٍّنت ِعنا خّسن١ٓ ِنسةبفسض إٔٔا 

٘نٛ  nXسٍٝ سطغٟ اٌمطعخ١ٓ ٔفس اٌشٟء دوخابت أٚ صٛزة( ٚٔفشً خلا  ذٌه. ١ٌىٓ 

اٌٍعبنت حّزنً بع١ٍّنت سشنٛائ١ت . ٘نرٖ nسدة ِساث إٌضناط عخنٝ اٌس١ِنت زلنُ  TnX n : 

: أْ ِٕفصٍت اٌصِٓ ِٕفصٍت اٌغاٌت، ع١ذ 50...,,2,1T ، 50...,,2,1,0S . 

 (:8, 1مثـال )

بفسض أْ ٌد٠ٕا صٕدٚل١ٓ أ ،   ٚإٔٔا ٚظعٕا ف١ّٙنا رنلاد ونساث ب١عناء ٚخّنس 
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أزب  وساث. بفسض إٔٔا أصس٠ٕنا س١ٍّنت  وساث خعساء بشسغ أْ ٠غخٛٞ وً ِّٕٙا سٍٝ

سننغب ِخىننسزة ِننٓ اٌصننٕدٚل١ٓ، ٚ فننٟ وننً س١ٍّننت ٔمننَٛ بسننغب وننسة سشننٛائ١ا ِننٓ وننً 

ق أ فنٟ صٕدٚق رُ ٔمَٛ بعىنس ِٛظنعٟ اٌىنسح١ٓ دٔعن  اٌىنسة اٌّسنغٛبت ِنٓ اٌصنٕدٚ

٘ٛ سدة اٌىساث اٌب١عاء فنٟ اٌصنٕدٚق أ بعند إصنساء nX، ٚاٌعىس(. ١ٌىٓ اٌصٕدٚق  

. ِننٓ اٌٛاظننظ أْ nس١ٍّننت اٌسننغب زلننُ  TnX n :  حىننْٛ س١ٍّننت سشننٛائ١ت ِٕفصننٍت

:أْ اٌصِٓ ِٕفصٍت اٌغاٌنت، ع١نذ ...,3,2,1T،  3,2,1,0S ْباٌّزنً إذا ونا .nY  ٛ٘ن

، فننناْ nسننندة اٌىنننساث اٌخعنننساء فنننٟ اٌصنننٕدٚق أ بعننند إصنننساء س١ٍّنننت اٌسنننغب زلنننُ 

 TnYn : ٛأْ ، ع١ننننذائ١ت ِٕفصننننٍت اٌننننصِٓ ِٕفصننننٍت اٌغاٌننننتحىننننْٛ س١ٍّننننت سشنننن :

 ...,3,2,1T ، 4,3,2,1S  . 

 (:9, 1مثـال )

اٌطلا  اٌّمب١ٌٛٓ ٌٍدزاست فنٟ صاِعنت اٌٍّنه سنعٛة ونً سناَ، سٍّنا  باسخباز سدة 

٠سِننص إٌننٝ سنندة اٌطننلا   X)1957(. ٌنن١ى1957ٓبننأْ صاِعننت اٌٍّننه سننعٛة فخغننج سنناَ

  اٌّمبن١ٌٛٓ فنٟ ٠سِص إٌٝ سدة اٌطنلا X)1958(أ1957ْٚ اٌّمب١ٌٛٓ فٟ اٌضاِعت فٟ ساَ

حّز١ً سدة اٌطلا  اٌّمب١ٌٛٓ بضاِعنت اٌٍّنه سنعٛة ونً  إٌخ. باٌخاٌٟ ٠ّىٓ …،1958 ساَ

ساَ بعائٍت ِٓ اٌّخغ١ساث اٌعشٛائ١ت  ,...1958,1957:)( nnX  ٚاٌخٟ حعخبنس ِزنالا ٌع١ٍّنت

 سشٛائ١ت ِٕفصٍت اٌصِٓ ِٕفصٍت اٌغاٌت. 

 شوائية( خواص العمليات الع4, 1)

Properties of stochastic processes 

اٌع١ٍّناث اٌعشنٛائ١ت بندْٚ اٌخنٛض فنٟ خٛاصنٙا إٌماء بعط اٌعنٛء عنٛي ٠ّىٓ 

 tX)(أٚ  nX)(ِننا ٠ٙننخُ اٌبنناعز١ٓ بدزاسننت بٕنناء ّٔننٛذس ٌٍعلالننت بنن١ٓ لنن١ُ  ا  اٌبٕائ١ننت. غاٌبنن

اٌنننصِٓ. فنننٟ أبسنننػ ا ٔظّنننت حىنننْٛ اٌّخغ١نننساث  اٌع١ٍّنننت ِننن  دحخغ١نننس( سٕننندِا حخغنننسن

ِسخمٍت. ٚ٘را ٠عٕٟ أْ إٌاحش فٟ ٚلج ِنا لا ٠خنأرس بنإٌٛاحش فنٟ ا شِٕنت  nX)(اٌعشٛائ١ت

فنٟ بعنط ٚ ا خسٜ. وّزاي سٍٝ ذٌه ٔخائش س١ٍّت حىساز إٌماء ش٘سة ٔسة غ١نس ِخ١ّنصة.

سٕد ٚلج ِا بض١ّ  إٌخائش اٌسابمت. وّزناي سٍنٝ ذٌنه  nX)(ا ٔظّت ا خسٜ حخأرس ٔخ١ضت

بفننسض أٔننٗ ٠ننخُ سننغب أسننداة سشننٛائ١ت ٚاعنند بعنند ا٢خننس ٚبنندْٚ إعننلاي ِننٓ صننٕدٚق 

. فّننٓ اٌٛاظننظ أْ اٌعنندة اٌننرٞ سنن١خُ 100إٌننٝ  ٠1غخننٛٞ سٍننٝ ا سننداة اٌصننغ١غت ِننٓ 

 سغبٗ فٟ اٌّسخمبً ٠عخّد سٍٝ ص١ّ  ا سداة اٌخٟ سغبج ِٓ لبً. 
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 ٠ٍٟ بعط اٌخٛاص اٌٙاِت ا خسٜ ٌٍع١ٍّاث اٌعشٛائ١ت. ف١ّا

: حسنّٝ   independent increments العملية العشوائية ذات زيادات مستقللة .1

اٌع١ٍّننت اٌعشننٛائ١ت  TttX :)(   بع١ٍّننت سشننٛائ١ت ذاث ش٠نناةاث ِسننخمٍت إذا وأننج

)()(اٌّخغ١ننننننساث  اٌعشننننننٛائ١ت  12 tXtX ،)()( 23 tXtX    ،… ،)()( 1 nn tXtX 

ntttٚاٌخٟ حغمك  1t  ،2t  ،…  ،ntِسخمٍت ٌض١ّ  اخخ١ازاث ا شِٕت   ...21  . 

ث اٌخغ١١نس ىنْٛ و١ّناح: فٟ اٌع١ٍّنت اٌعشنٛائ١ت ذاث اٌص٠ناةاث اٌّسنخمٍت  بمعنى آخر

 فٟ عاٌت اٌع١ٍّت اٌعشٛائ١ت سٍٝ فخساث غ١س ِخداخٍت ِسخمٍت.

:  stationary increments  العمليتة العشتوائية ذات زيتادات مستقلرا )ةابقتة( .2

حسننّٝ اٌع١ٍّننت اٌعشننٛائ١ت TttX :)(  بع١ٍّننت سشننٛائ١ت ذاث ش٠نناةاث ِسننخمسة إذا

)()(وننناْ حٛش٠ننن  اٌّخغ١نننس اٌعشنننٛائٟ tXstX  ِٓسنننخمً سنننt .ٚ ْ٘نننرا ٠عٕنننٟ أ

اٌخٛش٠  الاعخّاٌٟ ٌى١ّت حغ١س عاٌنت اٌع١ٍّنت اٌعشنٛائ١ت خنلاي فخنسة ِع١ٕنت  stt , 

 .  tٚلا ٠عخّد سٍٝ بدا٠خٙا  ٠sعخّد فمػ سٍٝ غٛي اٌفخسة 

٠مننناي  : Markovian propertyلعشتتتوائية ذات خا تتتية متتتا  و  العمليتتتة ا .3

ٌٍع١ٍّت اٌعشٛائ١ت TttX :)(  ٟأٔٙا حخّخن  بخاصن١ت ِنازوٛ  إذا وأنج عاٌخٙنا فن

اٌّسننخمبً، بشننسغ ِعسفننت عالاحٙننا فننٟ اٌّاظننٟ ٚاٌغاظننس، لا حخننأرس إلا بغاٌخٙننا 

أٞ حأر١س سٍٝ عاٌخٙنا فنٟ اٌغاظسة فمػ، أٞ أْ عاٌت اٌع١ٍّت فٟ اٌّاظٟ ١ٌس ٌٙا 

 uاٌّسخمبً بشسغ ِعسفت عاٌخٙا فنٟ اٌغاظنس. ٚ٘نرا ٠عٕنٟ أٔنٗ ٌىنً ٌغظنت ش١ِٕنت 

tX ،ut)(فنننننننناْ اٌّخغ١ننننننننس اٌعشننننننننٛائٟ   ٠ىننننننننْٛ ِسننننننننخمً سننننننننٓ اٌّخغ١ننننننننس

tX،ut)(اٌعشننٛائٟ  ٟبشننسغ ِعسفننت اٌّخغ١ننس اٌعشننٛائ)(uX اٌع١ٍّننت اٌعشننٛائ١ت .

 اٌخٟ حخّخ  بخاص١ت ِازوٛ  حسّٝ س١ٍّت ِازوٛ . 


